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Ïîêàçàíî, чòî "ëåñòíèöû Ìåáèóñà" èíòåðâàëüíî îêðàøèâàåìû. Íàéäåíû âñå çíàчåíèÿ
t, äëÿ êîòîðûõ ñóùåñòâóåò èíòåðâàëüíàÿ ðåáåðíàÿ t-ðàñêðàñêà äàííûõ ãðàôîâ.
Ïóñòü G  V,E - íåîðèåíòèðîâàííûé ñâÿçíûé ãðàô áåç êðàòíûõ ðåáåð è ïåòåëü [1],
VG - ìíîæåñòâî âåðøèí ãðàôà G, EG - ìíîæåñòâî ðåáåð ãðàôà G. Ñòåïåíü âåðøèíû x
â G îáîçíàчèì чåðåç dGx, ìàêñèìàëüíóþ èç ñòåïåíåé âåðøèí чåðåç G,
õðîìàòèчåñêèé êëàññ [2] G чåðåç  G. Ãðàô íàçîâåì ðåãóëÿðíûì, åñëè âñå åãî âåðøèíû
èìåþò îäíó è òó æå ñòåïåíü. Ðàññòîÿíèå ìåæäó âåðøèíàìè x è y îáîçíàчèì чåðåç dx,y, à
äèàìåòð ãðàôà G - чåðåç dG. Åñëè  - ïðàâèëüíàÿ ðàñêðàñêà [3] ðåáåð ãðàôà G, òî öâåò
ðåáðà e  EG ïðè ðàñêðàñêå  îáîçíàчèì чåðåç e.
Èíòåðâàëüíîé [4] ðåáåðíîé t-ðàñêðàñêîé ãðàôà G íàçîâåì ïðàâèëüíóþ ðàñêðàñêó ðåáåð
G â öâåòà 1,2, , t, ïðè êîòîðîé â êàæäûé öâåò i, 1  i  t, îêðàøåíî õîòÿ áû îäíî ðåáðî
ei  EG, è ðåáðà, èíöèäåíòíûå êàæäîé âåðøèíå x  VG, îêðàøåíû â dGx
ïîñëåäîâàòåëüíûõ öâåòîâ.
Ãðàô G íàçîâåì èíòåðâàëüíî îêðàøèâàåìûì, åñëè ñóùåñòâóåò t  1, äëÿ êîòîðîãî G
èìååò èíòåðâàëüíóþ ðåáåðíóþ t-ðàñêðàñêó.
Ìíîæåñòâî âñåõ èíòåðâàëüíî îêðàøèâàåìûõ ãðàôîâ îáîçíàчèì чåðåç N [5].
Äëÿ G  N îáîçíàчèì чåðåç wG è WG, ñîîòâåòñòâåííî, íàèìåíüøåå è íàèáîëüøåå
t, äëÿ êîòîðîãî G èìååò èíòåðâàëüíóþ ðåáåðíóþ t-ðàñêðàñêó.
Â [6] äîêàçàíî, чòî çàäàчà ðàñïîçíàâàíèÿ: G  N èëè G  N, ÿâëÿåòñÿ NP-ïîëíîé
[7,8] äëÿ äâóäîëüíûõ ãðàôîâ G
Òåîðåìà 1 [9]. Åñëè G - äâóäîëüíûé ãðàô è G  N, òî
WG  dGG  1  1.
Òåîðåìà 2 [9]. Åñëè G ñîäåðæèò öèêë íåчåòíîé äëèíû è G  N, òî
WG  dG  1G  1  1.
Â [5] äîêàçàíà
Òåîðåìà 3. Ïóñòü G - ðåãóëÿðíûé ãðàô.
(1) G  N òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà  G  G.
(2) Åñëè G  N è G  t  WG, òî G èìååò èíòåðâàëüíóþ ðåáåðíóþ t-ðàñêðàñêó.
Èçâåñòíî [2], чòî äëÿ ëþáîãî ãðàôà G G   G  G  1. Â [10] äîêàçàíî, чòî
äëÿ ðåãóëÿðíîãî ãðàôà G ïðîáëåìà îïðåäåëåíèÿ:  G  G èëè  G  G,
ÿâëÿåòñÿ NP-ïîëíîé. Îòñþäà è èç òåîðåìû 3 ñëåäóåò, чòî äëÿ ðåãóëÿðíîãî ãðàôà G
ïðîáëåìà îïðåäåëåíèÿ: G  N èëè G  N, ÿâëÿåòñÿ òàêæå NP-ïîëíîé.
Íàñòîÿùàÿ ðàáîòà ïîñâÿùåíà èññëåäîâàíèþ èíòåðâàëüíûõ ðåáåðíûõ ðàñêðàñîê
"ëåñòíèö Ìåáèóñà". Íå îïðåäåëÿåìûå ïîíÿòèÿ ìîæíî íàéòè â [1,3,5,11].
Ëåììà 1. Ïðè n  2 dM2n  n2 .
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü VM2n  x1,x2, . . . ,x2n,
EM2n  xi,xi1| 1  i  2n  1  x2n,x1  xi,xni| 1  i  n.
ßñíî, чòî dx1,xn n2   n2 . Îòñþäà ñëåäóåò, чòî dM2n  n2 .
Äîêàæåì, чòî dM2n  n2 .
Îчåâèäíî, äëÿ ýòîãî äîñòàòîчíî ïîêàçàòü, чòî ïðè 1  i  j  2n dxi,xj  n2 .
Ñëóчàé 1. 1  i  j  n.
Ïîêàæåì, чòî dxi,xj  n2 . Åñëè j  i  n2 , òî dxi,xj  n2 .
Ïóñòü òåïåðü j  i  n2  1. Ðàññìîòðèì ïðîñòóþ öåïü
P1  xi, xi,xi1,xi1, ,x2, x2,x1,x1, x1,x2n,x2n, x2n,xn,xn, xn,xn1,xn1, ,
xj1, xj1,xj,xj.
Ëåãêî âèäåòü, чòî dxi,xj  i  1  2  n  j  n  1  j  i  n  n2  n2 .
Ñëóчàé 2. n  1  i  j  2n.
Ïîêàæåì, чòî dxi,xj  n2 . Åñëè j  i  n2 , òî dxi,xj  n2 .
Ïóñòü òåïåðü j  i  n2  1. Ðàññìîòðèì ïðîñòóþ öåïü
P2  xi, xi,xi1,xi1, ,xn2, xn2,xn1,xn1, xn1,xn,xn, xn,x2n,x2n, x2n,x2n1,
x2n1, ,xj1, xj1,xj,xj.
Ëåãêî âèäåòü, чòî dxi,xj  i  n  1  2  2n  j  n  1  j  i  n  n2  n2 .
Ñëóчàé 3. 1  i  n, n  1  j  2n, n  i  j.
Ïîêàæåì, чòî dxi,xj  n2 . Åñëè j  i  n  1  n2 , òî dxi,xj  n2 .
Ïóñòü òåïåðü j  i  n  n2 . Ðàññìîòðèì ïðîñòóþ öåïü
P3  xi, xi,xi1,xi1, ,x2, x2,x1,x1, x1,x2n,x2n, x2n,x2n1,x2n1, ,xj1, xj1,xj,xj
Ëåãêî âèäåòü, чòî dxi,xj  i  1  1  2n  j  2n  j  i  n  n2  n2 .
Ñëóчàé 4. 1  i  n, n  1  j  2n, n  i  j.
Ïîêàæåì, чòî dxi,xj  n2 . Åñëè n  i  j  1  n2 , òî dxi,xj  n2 .
Ïóñòü òåïåðü n  i  j  n2 . Ðàññìîòðèì ïðîñòóþ öåïü
P4  xi, xi,xi1,xi1, ,xn1, xn1,xn,xn, xn,xn1,xn1, ,xj1, xj1,xj,xj.
Ëåãêî âèäåòü, чòî dxi,xj  n  i  1  j  n  1  j  i  n  n2  n2 .
Ëåììà 1 äîêàçàíà.
Ëåììà 2. Ïðè n  2 WM2n  n  2.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü VM2n  x1,x2, . . . ,x2n,
EM2n  xi,xi1| 1  i  2n  1  x2n,x1  xi,xni| 1  i  n.
Îïðåäåëèì ðàñêðàñêó  ðåáåð ãðàôà M2n.
Ñëóчàé 1. n  2m, m  N.
Äëÿ i  1,2, ,m ïîëîæèì
xm1i,x3m1i  2i  1.
Äëÿ i  1,2, ,m  1 ïîëîæèì
xmi,x3mi  2i  1.
Äëÿ i  1,2, ,m ïîëîæèì
xm1i,xmi  x3m1i,x3mi  2i.
Äëÿ i  1,2, ,m  1 ïîëîæèì
xmi,xm1i  x3mi,x3m1i  2i  1 è
x1,x4m  x2m,x2m1  2m  1, x2m,x4m  2m  2.
Ñëóчàé 2. n  2m  1, m  N.
Äëÿ i  1,2, ,m  1 ïîëîæèì
xmi,x3m1i  2i  1.
Äëÿ i  1,2, ,m  1 ïîëîæèì
xm1i,x3m2i  2i  1.
Äëÿ i  1,2, ,m ïîëîæèì
xmi,xm1i  x3m1i,x3m2i  2i.
Äëÿ i  1,2, ,m ïîëîæèì
xm1i,xm2i  x3m2i,x3m1i  2i  1 è
x1,x4m2  x2m1,x2m2  2m  2, x1,x2m2  2m  3.
Ëåãêî âèäåòü, чòî  ÿâëÿåòñÿ èíòåðâàëüíîé ðåáåðíîé n  2-ðàñêðàñêîé ãðàôà
M2n ïðè n  2.
Ëåììà 2 äîêàçàíà.
Òåîðåìà 4. Ïðè n  2
(1) M2n  N,
(2) wM2n  3,
(3) WM2n  n  2,
(4) åñëè wM2n  t  WM2n, òî M2n èìååò èíòåðâàëüíóþ ðåáåðíóþ t-ðàñêðàñêó.
Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê M2n ïðè n  2 ÿâëÿåòñÿ ðåãóëÿðíûì ãðàôîì,
óäîâëåòâîðÿþùèì ðàâåíñòâó  M2n  M2n  3, òî èç òåîðåìû 3 âûòåêàþò
óòâåðæäåíèÿ (1) è (2) äîêàçûâàåìîé òåîðåìû.
Äîêàæåì, чòî ïðè n  2 WM2n  n  2.
Èç ëåììû 2 ñëåäóåò, чòî ïðè n  2 WM2n  n  2.
Ïîêàæåì, чòî ïðè n  2 WM2n  n  2.
Ñëóчàé 1. n  2m  1, m  N.
Òàê êàê ãðàô M4m2 ÿâëÿåòñÿ äâóäîëüíûì, òî èç òåîðåìû 1 è ëåììû 1 âûòåêàåò
íåðàâåíñòâî WM4m2  2m  3.
Ñëóчàé 2. n  2m, m  N.
Òàê êàê ãðàô M4m ñîäåðæèò öèêë íåчåòíîé äëèíû, òî èç òåîðåìû 2 è ëåììû 1
âûòåêàåò íåðàâåíñòâî WM4m  2m  3.
Ïîêàæåì, чòî WM4m  2m  2.
Ïóñòü VM4m  x1,x2, . . . ,x4m,
EM4m  xi,xi1| 1  i  4m  1  x4m,x1  xi,x2mi| 1  i  2m.
Ïðåäïîëîæèì, чòî  ÿâëÿåòñÿ èíòåðâàëüíîé ðåáåðíîé 2m  3-ðàñêðàñêîé ãðàôà M4m.
Ïóñòü e  EM4m è e  2m  3.
Ñëóчàé 2à). e  xi,xi1| 1  i  4m  1  x4m,x1.
Áåç îãðàíèчåíèÿ îáùíîñòè ìîæíî ñчèòàòü, чòî e  x1,x2 è ñóùåñòâóåò âåðøèíà xk,
ãäå 2  k  2m  1, êîòîðàÿ èíöèäåíòíà ðåáðó öâåòà 1. Ðàññìîòðèì ïðîñòóþ öåïü
P1  x2, x2,x3,x3, ,xk1, xk1,xk,xk.
Èç èíòåðâàëüíîñòè ðàñêðàñêè  ñëåäóåò, чòî k  m  2. Òåïåðü ðàññìîòðèì ïðîñòóþ
öåïü
P2  xk, xk,xk1,xk1, ,x2m, x2m,x2m1,x2m1.
Èç èíòåðâàëüíîñòè ðàñêðàñêè  ñëåäóåò, чòî x2m,x2m1  2m  2. Òàê êàê
x1,x2m1  2m  1, òî x2m,x2m1  2m  1, чòî ïðèâîäèò ê ïðîòèâîðåчèþ, è
äîêàçàòåëüñòâî â ñëóчàå 2à) çàâåðøàåòñÿ.
Ñëóчàé 2á). e  xi,x2mi| 1  i  2m.
Áåç îãðàíèчåíèÿ îáùíîñòè ìîæíî ñчèòàòü, чòî e  x1,x2m1 è ñóùåñòâóåò âåðøèíà
xk, ãäå 2  k  2m  1, êîòîðàÿ èíöèäåíòíà ðåáðó öâåòà 1. Ðàññìîòðèì ïðîñòóþ öåïü
P3  x1, x1,x2,x2, ,xk1, xk1,xk,xk.
Èç èíòåðâàëüíîñòè ðàñêðàñêè  ñëåäóåò, чòî k  m  1. Òåïåðü ðàññìîòðèì ïðîñòóþ
öåïü
P4  xk, xk,xk1,xk1, ,x2m, x2m,x2m1,x2m1.
Èç èíòåðâàëüíîñòè ðàñêðàñêè  ñëåäóåò, чòî x2m,x2m1  2m. Òàê êàê
x1,x2m1  2m  3, òî x2m,x2m1  2m  1, чòî ïðèâîäèò ê ïðîòèâîðåчèþ, è
äîêàçàòåëüñòâî â ñëóчàå 2á) çàâåðøàåòñÿ.
Äëÿ çàâåðøåíèÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 4 äîñòàòîчíî ïîêàçàòü, чòî åñëè
3  t  n  2, òî M2n èìååò èíòåðâàëüíóþ ðåáåðíóþ t-ðàñêðàñêó, à ýòî íåïîñðåäñòâåííî
ñëåäóåò èç òåîðåìû 3.
Òåîðåìà 4 äîêàçàíà.
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